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Abstract 

  We can describe drawings created using spirals or isometric projections about the standard normal 

distribution by incorporating triangles, squares, and circles. We can reconsider Archimedean spirals and 

logarithmic spirals on the basis of the Pythagorean theorem and the standard normal distribution with respect 

to certain Kepler triangles. We can then suggest a hypothesis regarding the spiral orbits and propose ratios 

similar to the major metallic ratios and the platinum ratio for Archimedean spirals. By applying the said 

ratios to logarithmic spirals, we can obtain results that are identical to those obtained by considering the 

major metallic ratios (including the platinum ratio) on the basis of some well-known sequences. Furthermore, 

images based on the concept of squaring the circle can also be illustrated to apply isometric projections. 

From geometric and isometric viewpoints, one heart shape and twelve diamonds are shown at the meaningful 

probability points of standard normal distribution. 
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1．はじめに 

本研究では，いくつかの螺旋が標準正規分布上で

視覚的にかつ幾何学的に拡がっていく特徴を報告す

ることが主題である．具体的には，一つは螺旋につ

いて標準正規分布に従う累積確率のような比として

の拡がりの関係を考察することである．もう一つは，

等角図法にも同様な拡がり方があり，これを標準正

規分布の視覚化に適用した場合の紹介である．本報

を研究論文として公表せず，研究ノートとして公表

するのは，発表申込みをした研究会が 9 月上旬にコ

ロナ禍により開催延期になったので代用投稿したた

めである．このため，紀要提出締切日までに本報を

十分に記述しきれていないことと，1 年前に正規分

布に螺旋の可能性を示唆 1)したことも鑑み，より多

くの研究者に興味や関心を持っていただき，著者が

見つけ切れていない重要な知見があるならば，探求

してもらえるように公表を行っている． 
さて，その標準正規分布上に，著者は独自の発想

で，ピタゴラスの定理（三平方の定理）を用いて，

標準正規分布に関する二組の常微分方程式 2-4)，すな

わち，標準正規分布を記述する二階線形微分方程式

と，逆ミルズ比を記述するベルヌーイ型の微分方程

式の両方の曲線を合成した関係式を切片系の直線の

数式として提案している 2)．この研究は，手数料を

考慮したコイン投げの繰り返しゲーム 5)において放

物線を見つけたところから始まったが，これまでに

いくつかの幾何学的に興味ある結果 1-5)が明らかに

なった．このときの成果報告の中で螺旋の可能性に

ついても言及した 1)．その論文の紙面の制約と螺旋

の可能性に関する表記があいまいであったので，現

在までの成果について，研究ノートとして書き留め

てきた知見を公表する． 
そこで，アスペクト比（縦横比）が 1 となる縦と

横の長さが等しい条件の中で図を多用して研究ノー

トの説明を視覚化しながら，本報ではいくつかの有

名な三角形 6-13)と標準正規分布や黄金比 1,14-22,25)，白

銀比 15,16,19-25)，青銅比 15,25)，白金比等 25,26)との関係を

再考し，螺旋構造やその数列式について次のような

提案や仮説を行っている． 
 

(A) 研究着想に影響を与えた種々の有名な三角形

を用いて正方形と標準正規分布の再考（図―1
参照） 

(B) 代数螺旋について，原点から標準正規分布に

従う確率点までをベースとした正規化の基準

により，確率点による累積確率やその逆数の

傾きを描いて，縦横比（アスペクト比）が 1
になる図の視覚化（図―2 参照） 

(C) (B)の代数螺旋にケプラーの三角形を用いたピ

タゴラスの定理（三平方の定理）と黄金比の

関係を再考（図―3 参照） 
(D) (C)の代数螺旋の軌道に関する幾何学的仮説

（図―4 参照） 
(E) (C)の代数螺旋に関する標準正規分布と白金比

を含む貴金属比と類似の比による関係式の提

案（図―5 参照） 
(F) (C)の代数螺旋について本来は視覚化できない

確率点が 0 のときと，確率点が無限大のとき

の考察（図―6 参照） 
(G) 白金比を含む貴金属比と類似の比による等角

（対数）螺旋の視覚化と数理関係の考察（図

―7 参照） 
(H) 真の白金比による等角螺旋構造の可視化と，

等角螺旋の数列式による表現方法の提案（図

―8参照） 
 
を行っている．また，等角図法を用いて， 
 

(I) これまでの前作研究の標準正規分布と円積問

題 27)，標準正規分布とピタゴラスの定理を再

考し，円，正方形，三角形による等角図法（等

測投影）28-30)を用いた意味ある確率点でのハー

ト型や 12 個の菱形（ダイヤモンド型）の作図

（図―9 参照） 
 
を考察している． 
 (A)では，全体を構想するために必要な有名な三角

形，正方形，黄金比，標準正規分布の関係を簡潔に

図として例示する．(B)から(H)ではピタゴラスの定

理に基づく標準正規分布による代数螺旋 31,32)と対数

螺旋 33,34)の発想で 2 種の螺旋構造について白金比を

含めた貴金属比と類似する比との相性を交えて考察

している．(I)では，正規分布と円積問題および等角

図法で重要な鍵となった標準正規分布の拡がりや正

三角形を意味する傾きを例示している．以上の前に，

2 章では，本報で用いる標準正規分布と，黄金比に

用いられる数式記号 𝜙𝜙𝜙𝜙 や Φ を区別するため，表記

がわかりやすいように説明を加えている．また，な

ぜピタゴラスの定理と標準正規分布が結びつくのか
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2. 本報の重要式のエッセンス 

本研究では，確率変数 𝑈𝑈𝑈𝑈~𝑁𝑁𝑁𝑁(0,12) に従う標準正

規分布の確率密度関数は慣例に従い 
 

𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑢𝑢) =
1

√2𝜋𝜋𝜋𝜋
exp �−

1
2
𝑢𝑢𝑢𝑢2�  (2.1) 

 
と表記する．その累積分布関数は 
 

Φ(𝑢𝑢𝑢𝑢) = � 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝑢𝑢𝑢𝑢

−∞
(2.2) 

 
と表記する．同様に大変紛らわしいのではあるが，

黄金比とその逆数もまた，𝜙𝜙𝜙𝜙 や Φ で記述すること

が一般的である 16,17)．したがって，本報におけるそ

の対応を明記する．本研究の記述で標準正規分布の

片側確率点 𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 が 
 

(𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 =)𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 = 0.7931383⋯  (2.3) 
 
となるとき，下記の式が黄金比 
 

1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = Golden Ratio�=
1 + √5

2
�  (2.4) 

 
を示し，一貫してこの記述による提案と仮説やその

分析を行っている．具体的には，黄金比の平方根を

応用した 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 1 (2.5) 
 
を RIMS2158-201)で公表し，この式による螺旋の可

能性を示唆している． 
 本報では，何故敢えて紛らわしい黄金比の小数部

に平方の形式である累積確率の二乗 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2  を表

記して 1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 を用いる黄金比を活用するのか

は，以下の二つの明確な理由がある． 
 一つは，標準正規分布の確率密度関数を 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑢𝑢) と
表記し，その累積分布関数を Φ(𝑢𝑢𝑢𝑢) と表記すると

き，累積分布関数 Φ(𝑢𝑢𝑢𝑢) の積分形の解の一つとして

の関数 
 

ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑢𝑢𝑢𝑢Φ(𝑢𝑢𝑢𝑢) (2.6) 
 
を用いる利点があるからである．𝜙𝜙𝜙𝜙′(𝑢𝑢𝑢𝑢) = −𝑢𝑢𝑢𝑢𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑢𝑢) 
および Φ′(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑢𝑢) より，関数 ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑢𝑢𝑢𝑢) の導関数は

標準正規分布の累積分布関数と等しく  
 

ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃′ (𝑢𝑢𝑢𝑢) = Φ(𝑢𝑢𝑢𝑢) (2.7) 
 
と表記でき，関数 ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑢𝑢𝑢𝑢) の二階の導関数は標準正規

分布の確率密度関数と等しく  
 

ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃′′(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑢𝑢) (2.8) 
 
と表記できることが利用できるからである．もう少

し具体的に説明すると，標準正規分布の変数係数二

階線形微分方程式 
 

ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃′′(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑢𝑢𝑢𝑢ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃′ (𝑢𝑢𝑢𝑢) − ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 0 (2.9) 
 
の表記 1)を，式(2.6)から式(2.8)により展開して 
 

𝑢𝑢𝑢𝑢 =
ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑢𝑢𝑢𝑢) − ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃′′(𝑢𝑢𝑢𝑢)

ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃′ (𝑢𝑢𝑢𝑢)
(2.10) 

もしくは 
 

ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑢𝑢𝑢𝑢) − 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑢𝑢) = 𝑢𝑢𝑢𝑢Φ(𝑢𝑢𝑢𝑢) (2.11) 
 
なる形式で思考すると見通しが良くなるからであ

る．このとき，式(2.11)の 𝑢𝑢𝑢𝑢Φ(𝑢𝑢𝑢𝑢) は，式(2.8)の累積

分布確率 Φ(𝑢𝑢𝑢𝑢) の 𝑢𝑢𝑢𝑢 倍であるので，原点から確率

点 𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 までの距離を三角形の底辺となるベース

と考えることができる．すなわち，底辺と高さの比

率は 1:Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘) で表せ，累積確率 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘) による表記が

0 から１の傾きを示す直角三角形であると考えれば

よいことがわかる．この比を用いて，ピタゴラスの

定理（三平方の定理）による斜辺の二乗，もしくは

平方の形式は 
 

Square of hypotenuse = 𝑘𝑘𝑘𝑘2(1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2) (2.12) 
 
が表記できる．式(2.12)のうち，式(2.5)を満たす確率

点が黄金比を描くことになるので，その確率点 𝑢𝑢𝑢𝑢 =
𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 が式(2.4)を満たすように探せばよい．これが一つ 
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目の理由である．そして，黄金比以外の場合を考え

た確率点 𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 の提案にも大きな役割を果たす可

能性があると信じ，関連や類似が予測できる幾何学

的特徴を有する確率点を見つける機会を得た． 
 もう一つの理由は，ピタゴラスの定理による平方

の活用を，一つ目の比である 1:Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘) だけではな

く，その 𝑛𝑛𝑛𝑛 倍の平方根を考慮した比率  1:√𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘) 
の平方による正方形の可視化が活躍することであ

る．また，比率 1:√𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘) の活用で後述する代数螺

旋と対数螺旋の両構造の説明が可能で，一つ目の理

由で見つかった確率点と関連が予測できる有名な数

列との親和性も明らかにできたからである．また，

二つ目の理由により，標準正規分布とピタゴラスの

定理が螺旋構造の解明に役立ったことを紹介し，紹

介したアプローチから幾何学的にとても都合の良い

可視化の作図が得られたことも後述する．具体的に

は，本研究では，式(2.3)の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 = 0.7931383⋯ 
以外の他の確率点 𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 による値を得る場合でも

式(2.5)の拡張として， 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)�1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 = 1 (2.13) 
 
なる関係式が取り扱え，その特徴を調べている．そ

して，得られた値を貴金属比と類似の比として考察

している． 
また，根号が成立する範囲で任意の数値 𝑛𝑛𝑛𝑛 と 𝑦𝑦𝑦𝑦 

を与え，式(2.13)から発案する螺旋の一つの軌道につ

いて，𝑤𝑤𝑤𝑤 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘) または 𝑤𝑤𝑤𝑤 = 1/Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘) のときの恒等

式 
 

2 ��1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛w2�
2

                        

                      = ��1 + (𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑦𝑦𝑦𝑦)w2�
2

                        + ��1 + (𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 𝑦𝑦𝑦𝑦)w2�
2

(2.14)

 

 
に対応する代数螺旋であると仮説を行っている． 
 以降の本文中の説明や図の視覚化では，横軸には

変数 𝑢𝑢𝑢𝑢 を活用し，縦軸には変数 𝑣𝑣𝑣𝑣 を活用して区別

を付けることがある．しかし，それは標準正規分布

に従う確率変数 𝑈𝑈𝑈𝑈~𝑁𝑁𝑁𝑁(0,12) および 𝑉𝑉𝑉𝑉~𝑁𝑁𝑁𝑁(0,12) を
明確に縦と横として区別することと，縦と横が同じ

長さの目盛りになるようにアスペクト比（縦横比）

を 1 とした直交座標系上で正方形や直角三角形を正

しく図示できるようにする以外に意図はない．これ

らの変数 𝑢𝑢𝑢𝑢 や 𝑣𝑣𝑣𝑣 のうちの実現値として取り得る

幾何学的な位置情報を意味する値を確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 と表

記する．また，黄金比のように特別な確率点を意図

する場合には，その確率点を 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 のように 𝑘𝑘𝑘𝑘 に下付

きの添え字を加えて意味ある定数として取り扱った

表記で説明を行う． 
 
2･1 Pascal，Kepler，細矢等の三角形と黄金比と

正規分布の関係について 
 図―1の(1A)では，Kepler（ケプラー）の三角形 6)

が連なるのを視覚化している． 
すなわち，図―1の(1A)では連なりの直線版を例示

したが，一般にこのうちのピタゴラスの定理が成り

立つ一組だけが紹介されることが多いことを想定

し，連なりが拡がる形を再考する．また，図―1の(1A)
の平方から，式(2.5)を用いた Kepler の三角形は 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 
𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 = 0.7931383⋯   

1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = Golden Ratio       (2.15) 
 
なる拡張の関係式が成り立つ．ここでは，𝑗𝑗𝑗𝑗 は任意

の整数である． 
 図―1の(1B)では，これを Pascal（パスカル）の三

角形 9)と細矢の三角形 10,11)で紹介している．この図

には，二項分布から正規分布に近づく現象と，そこ

に現れる Fibonacci（フィボナッチ）数列 11)の関係が

示されている．この関係は正規分布における黄金比

の関連 1)が想像できる．このことが等角螺旋上に 7
章の数列式として前二つの係数の値の重み付きの和

となり，離散的に対数（等角）螺旋の構造を図示で

きることを後述する． 
 
2･2 Reuleaux の三角形やその正三角形と標準正

規分布の関係について 
著者は，これまでに式(2.5)で示す数式を紹介し，

式(2.15)で表記される関係を図―1 の(1C)に図示して

いる．これは，Kepler の三角形から導ける．このた

め，三角形が標準正規分布に重要な役割を果たすこ

とが想起できる．そして，この考え方を代数螺旋の

可能性として，図に�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 や �1 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 
が記述できることを示唆した 1)．この例示が本報の

前半の主題である． 
 同様にこの考え方を拡張すると，図―1の(1C)に図

示するように，黄金比に関連する標準正規分布の確
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率点 𝑢𝑢𝑢𝑢 は 𝑘𝑘𝑘𝑘 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 =)0.7931383⋯ である．また，

この値以外の確率点でも重要な幾何学的特徴が現れ

る 1)．そのうちの一つの確率点は 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0.6435087⋯
である 1)．この確率点では，図―1 の(1D)に示す標準

正規分布上に Reuleaux（ルーロー）の三角形（の内

部に強調した正三角形）7,8)が描ける．この作図は，

独自の着想で標準正規分布に正三角形が描ける前作

の研究成果として発表した RIMS2158-201)の公表図

を丁寧に Reuleaux の三角形も加え直した例示であ

る．また，この図―1 の(1D)では，正三角形が主役

となる中でピタゴラスの定理 11)により幾何平均 12)

と同じ発想の直角三角形が描けることを紹介してい

る．本報の図と前作の図 1)では図示していないが図

―1の(1C)と同様に図―1の(1D)の三角形が数列とし

図―2 ピタゴラスの定理による確率の二乗を考慮した螺旋の考え方

Fig.2 Concept of Spirals using Pythagorean Theorem about Ratio or Probability

−108−

中西　真悟



率点 𝑢𝑢𝑢𝑢 は 𝑘𝑘𝑘𝑘 = (𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 =)0.7931383⋯ である．また，

この値以外の確率点でも重要な幾何学的特徴が現れ

る 1)．そのうちの一つの確率点は 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0.6435087⋯
である 1)．この確率点では，図―1 の(1D)に示す標準

正規分布上に Reuleaux（ルーロー）の三角形（の内

部に強調した正三角形）7,8)が描ける．この作図は，

独自の着想で標準正規分布に正三角形が描ける前作

の研究成果として発表した RIMS2158-201)の公表図

を丁寧に Reuleaux の三角形も加え直した例示であ

る．また，この図―1 の(1D)では，正三角形が主役

となる中でピタゴラスの定理 11)により幾何平均 12)

と同じ発想の直角三角形が描けることを紹介してい

る．本報の図と前作の図 1)では図示していないが図

―1の(1C)と同様に図―1の(1D)の三角形が数列とし

図―2 ピタゴラスの定理による確率の二乗を考慮した螺旋の考え方

Fig.2 Concept of Spirals using Pythagorean Theorem about Ratio or Probability

て連なり収束していく傾向も想起できる． 
以上から，いくつかの規則に従いながら拡がり（あ

るいは縮み）を標準正規分布上で描く特徴として，

まずは本報の前半の 3 章から 6 章で代数螺旋につい

て考察したい．代数螺旋の考察後に，7 章で代数螺

旋から明らかになった重要なことを活用して等角の

特徴を有する対数螺旋の離散構造について考察を行

う．後半の 8 章では，主となる話題を変更して，螺

旋を取り扱う研究に至った拡がりを基に，等角図法

による標準正規分布の作図を紹介したい．また，等

角図法の拡がりに異なる視点で重要な鍵となった標

準正規分布と円積問題の関係も作図に加えてその拡

がりを対比している． 
 

3. 代数螺旋への比としての確率の適用 

本章で取り扱う螺旋は，任意の定数 𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏, 𝑐𝑐𝑐𝑐 を用い

た Archimedes（アルキメデス）の螺旋 31,32) 
 

𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 (3.1) 
 
と放物螺旋 
 

𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑏𝑏𝑏𝑏 (3.2) 
 
の中間に位置する提案 
 

𝑟𝑟𝑟𝑟 = �𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏2𝑏𝑏𝑏𝑏 (3.3) 
 
である．Archimedes の螺旋の一般形が 
 

𝑟𝑟𝑟𝑟 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏
1
𝑐𝑐𝑐𝑐  (3.4) 

 
であるので，その中の一案に含まれているかもしれ

ないし，放物螺旋の一種として取り扱われてきたか

もしれない．具体的には，𝑏𝑏𝑏𝑏 を変数 𝑛𝑛𝑛𝑛 （本稿では，

𝑛𝑛𝑛𝑛 ≥ −1/Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)を満たす整数のみを取り扱って公表し

ている）と表記し直し，片側確率点が 𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑘𝑘𝑘𝑘 となる

標準正規分布の累積分布関数の二乗 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 との積

により表示している．また，確率の逆数の二乗 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)−2  を用いる手段も，式(3.3)の特徴を記述する

には大変都合がよい． 
ここで，図―2 に示すように螺旋の三角形の底辺

をベースとしてその長さを正規化すると（図―2 の

(2A)を参照），その斜辺は 
 

𝑟𝑟𝑟𝑟1 = �1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 
𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎

 �
2

= �1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 (3.5) 

 
もしくは（図―2の(2B)） 
 

𝑟𝑟𝑟𝑟2 = �1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 
𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎

 �
2

= �1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛
1

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2  (3.6) 

 
と表記し直すことができる．この時の (𝑏𝑏𝑏𝑏/𝑎𝑎𝑎𝑎)2 の比

は，式(2.14)に示すように確率の二乗 𝑤𝑤𝑤𝑤2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 =
(𝑏𝑏𝑏𝑏/𝑎𝑎𝑎𝑎)2  とするか，もしくはその逆数の二乗 𝑤𝑤𝑤𝑤2 =
1/Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 = (𝑏𝑏𝑏𝑏/𝑎𝑎𝑎𝑎)2 として用いるかが重要で，図―2
の(2A)と(2B)には比較のためにこれら両方の図を例

示している． 
 また，図―2の(2C)には，式(3.5)と式(3.6)を応用し

たKeplerの三角形によるピタゴラスの定理とその数

列の視覚化 

𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 
2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 

2(1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2)3                                                       
 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 

2(1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2)2 + 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 
2(1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2)

      = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 
2�1 +

1
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2

2

+ 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 
2�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2

2
    

= 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 
2 1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2

1 −Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2                                          

 

 (3.7) 
を例示している．この傾向は図―2の(2C)の三角形の

数列が収束していく緑色で示す確率点とも相性が良

い． 
このことについては，本研究で論じる核でもある

螺旋の一般方程式 32)に整合性を十分に検証できてい

ないことから，本報は研究論文としてではなく研究

ノートとして位置付けている．興味ある読者は，式

(3.5)と(3.6)の応用も検証していただきたい．同時に

黄金比を意味する標準正規分布上の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 =
0.7931383⋯ を用いて，図―2 に示すように縦と横

を交換しながら奥行きを感じさせない古代エジプト

図の作画法を参考 1,2)にして確率密度関数の高さを

意識せず標準正規分布を直角に回転させて，式(3.5)
と式(3.6)による三角形の底辺の意味の違いを検証し

ている． 
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図―3 図 2 の螺旋の幾何学的性質と螺旋軌道の仮説

Fig.3 Geometries of Spirals using Pythagorean Theorem about Ratio or Probability

−110−

中西　真悟



図―3 図 2 の螺旋の幾何学的性質と螺旋軌道の仮説

Fig.3 Geometries of Spirals using Pythagorean Theorem about Ratio or Probability

図―4 仮説による図 3 の螺旋の幾何学的性質の一例

Fig.4 Geometries of hypothesis of Spirals using Pythagorean Theorem about Ratio or Probability
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4. 確率適用の代数螺旋の数理 

 図―3の(3A)と(3B)では，2 組の Kepler の三角形の

有名な部分を描いている．ここで，図―3 の(3A)と
(3B)を重ね合わせて図―3の(3C)を例示する．この結

果，図―3 の(3D)のように一つだけ正方形を余分に

描ける．このことは大変重要である．すなわち，図

―3 の(3E)と(3F)に描く濃い桃色の正方形で記す各

図のそれぞれの正方形の面積の和は下式のような表

示式 
 

(2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2) + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 2(1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2) (4.1) 
 
あるいは，ピタゴラスの定理の 2 式を重ね合わせた 
 

�(2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2)
2

 + �Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2

= 2�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2
 

based on �(2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2)
2

= 12 + �1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2
 

      and 12 + �Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2

= �1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2

     

 (4.2) 
 
と示すことができる．このことを応用したとき，図

―1の(1C)と図―2 の(1C)に示す薄緑色の正方形の面

積は √5𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 
2 に等しいことがわかる．例えば，Mogi

氏 35)も Wikipedia に参考になる類似図を公開してい

る． 
 
4･1 確率適用の代数螺旋の軌道に関する仮説の

具体例 
式(4.2)の関係式は，実は図―3だけではなく，広い

範囲で適用可能である．例えば，標準正規分布の累

積確率が Φ(∞) = 1 の関係を想定し，図―4 の(4A)
と(4B)に示す Theodorus（テオドロス）の螺旋 36)では，

任意の頂点と頂点の間に曲線をイメージするならば

その数値でも成立する．中でも面白いのは，図―4
の(4C)から(4E)で描かれるように螺旋の軌道図の変

化に一定の規則が視覚化できる．すなわち，仮説で

示した式(2.14)に基づき確率点が 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞ によ

り図―4 の(4C)から(4E)で描く場合の具体的な実数

に対して 
 

(1 + (𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥𝑥𝑥)Φ(∞)2) + (1 + (𝑥𝑥𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥)Φ(∞)2) 
                                             = 2(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥2Φ(∞)2) (4.3) 

 
である．式(4.3)を表記するために式(2.14)に代入した

条件は，𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞,   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2,   𝑦𝑦𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥= 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
�  であ

る．興味ある読者は，さらなる探求や検証を実施し

てほしい． 
 
4･2 確率適用の代数螺旋の縮小回転 
ところで，4･1 に例示した通り Theodorus の螺旋

は，確率を比として考察するならば，三角形の底辺

やベースを 1 に基底する Φ(∞) = 1 の追加に相当

する．仮に， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = −1を代入すると 
 

�1 −Φ(∞)2 = 0 (4.4) 
 
ということになる．すなわち，式(4.4)や式(2.13)を拡

張して，螺旋の構造は条件 𝑛𝑛𝑛𝑛 > −1/Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 までが許

されることになる．このことが意図することも後述

する． 
 

表―1 主な貴金属比と本報の類似比に関する確率点の例示 
Table 1 Major Metallic Ratios, Platinum Ratio, and These Related and Proposed Probability Points 

Proposed Equations Related Ratios Squares of Probabilities about Related Ratios 

        Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘0)�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘0)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 － 𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞                         Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘0)2 = 1   

       Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 Golden Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 = 0.7931383⋯  Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = (Golden Ratio)−1    

      Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)�1 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2 Silver Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆 = 0.5449521⋯   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 = 1 / 2                             

     Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)�1 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3 Bronze Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵 = 0.4096890⋯   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 = (Bronze Ratio)−1 

     Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)�1 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 = 1  𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6  Platinum Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃 = 0.1951194⋯   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 = 1 / 3  

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)�1 + 12Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)2 = 1   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 － 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0                         Φ (𝑘𝑘𝑘𝑘12)2 = 1 / 4  

Note: This suggestion is different from that of the true metallic ratios. Because the platinum ratio is not a member of 
the true metallic ratios. 
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4. 確率適用の代数螺旋の数理 

 図―3の(3A)と(3B)では，2 組の Kepler の三角形の

有名な部分を描いている．ここで，図―3 の(3A)と
(3B)を重ね合わせて図―3の(3C)を例示する．この結

果，図―3 の(3D)のように一つだけ正方形を余分に

描ける．このことは大変重要である．すなわち，図

―3 の(3E)と(3F)に描く濃い桃色の正方形で記す各

図のそれぞれの正方形の面積の和は下式のような表

示式 
 

(2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2) + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 2(1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2) (4.1) 
 
あるいは，ピタゴラスの定理の 2 式を重ね合わせた 
 

�(2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2)
2

 + �Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2

= 2�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2
 

based on �(2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2)
2

= 12 + �1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2
 

      and 12 + �Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2

= �1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2
2

     

 (4.2) 
 
と示すことができる．このことを応用したとき，図

―1の(1C)と図―2 の(1C)に示す薄緑色の正方形の面

積は √5𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 
2 に等しいことがわかる．例えば，Mogi

氏 35)も Wikipedia に参考になる類似図を公開してい

る． 
 
4･1 確率適用の代数螺旋の軌道に関する仮説の

具体例 
式(4.2)の関係式は，実は図―3だけではなく，広い

範囲で適用可能である．例えば，標準正規分布の累

積確率が Φ(∞) = 1 の関係を想定し，図―4 の(4A)
と(4B)に示す Theodorus（テオドロス）の螺旋 36)では，

任意の頂点と頂点の間に曲線をイメージするならば

その数値でも成立する．中でも面白いのは，図―4
の(4C)から(4E)で描かれるように螺旋の軌道図の変

化に一定の規則が視覚化できる．すなわち，仮説で

示した式(2.14)に基づき確率点が 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞ によ

り図―4 の(4C)から(4E)で描く場合の具体的な実数

に対して 
 

(1 + (𝑥𝑥𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥𝑥𝑥)Φ(∞)2) + (1 + (𝑥𝑥𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥)Φ(∞)2) 
                                             = 2(1 + 𝑥𝑥𝑥𝑥2Φ(∞)2) (4.3) 

 
である．式(4.3)を表記するために式(2.14)に代入した

条件は，𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞,   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑥𝑥𝑥𝑥2,   𝑦𝑦𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥𝑥𝑥 𝑥= 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
�  であ

る．興味ある読者は，さらなる探求や検証を実施し

てほしい． 
 
4･2 確率適用の代数螺旋の縮小回転 
ところで，4･1 に例示した通り Theodorus の螺旋

は，確率を比として考察するならば，三角形の底辺

やベースを 1 に基底する Φ(∞) = 1 の追加に相当

する．仮に， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = −1を代入すると 
 

�1 −Φ(∞)2 = 0 (4.4) 
 
ということになる．すなわち，式(4.4)や式(2.13)を拡

張して，螺旋の構造は条件 𝑛𝑛𝑛𝑛 > −1/Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 までが許

されることになる．このことが意図することも後述

する． 
 

表―1 主な貴金属比と本報の類似比に関する確率点の例示 
Table 1 Major Metallic Ratios, Platinum Ratio, and These Related and Proposed Probability Points 

Proposed Equations Related Ratios Squares of Probabilities about Related Ratios 

        Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘0)�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘0)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 － 𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞                         Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘0)2 = 1   

       Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 Golden Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 = 0.7931383⋯  Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = (Golden Ratio)−1    

      Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)�1 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2 Silver Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆 = 0.5449521⋯   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 = 1 / 2                             

     Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)�1 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 = 1 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3 Bronze Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵 = 0.4096890⋯   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 = (Bronze Ratio)−1 

     Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)�1 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 = 1  𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6  Platinum Ratio 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃 = 0.1951194⋯   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 = 1 / 3  

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)�1 + 12Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)2 = 1   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 － 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0                         Φ (𝑘𝑘𝑘𝑘12)2 = 1 / 4  

Note: This suggestion is different from that of the true metallic ratios. Because the platinum ratio is not a member of 
the true metallic ratios. 

5. 貴金属比に類似する比の代数螺旋の数理

貴金属比 25)で黄金比，白銀比，青銅比の名称は大

変有名である．同様に，白金比 26)もまた，貴金属比

に属さないものの有名な比の一つである．本章では，

これら全てを含めた類似比の提案を行う．

ここで，既に記した式(2.13)を再掲する．

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)�1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 = 1 (5.1)

任意の定数となる確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 を想定し，この式に基

づくとき，𝑛𝑛𝑛𝑛 は

𝑛𝑛𝑛𝑛 =
1 −Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)4
(5.2)

と算出される．本稿の成果は変数 𝑛𝑛𝑛𝑛 を整数として

扱った場合のみを考察しているが，この式からわか

図―5 貴金属比と類似の比による螺旋の幾何学的性質

Fig.5 Geometries of Spirals using Proposed Ratios and These Probability Points

標準正規分布とピタゴラスの定理と螺旋および等角図
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るように 𝑛𝑛𝑛𝑛 は必ずしも整数とは限らない．しかし，

逆に，下式のように 
 

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑘𝑘𝑘𝑘)4 + 𝑛(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 − 1 = 0 (5.3) 
 
と展開し， 整数 𝑛𝑛𝑛𝑛 を与えて標準正規分布に従う累

積確率（Probability）を見積ることができる．この

確率に相当する確率点を特に 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 と表記して 
 

𝑘𝑘𝑘𝑘(= 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑) = 𝑛−1(Probability) (5.4) 
 
の値を探索できることが，本報を記述してきた前半

の主題の鍵となる．表―1 に示すように確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 
の結果で，特に周知の貴金属比や白金比と類似する

傾向を有する数値には， 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑  の添え字に n の代わ

りに貴金属比の英文表記の頭文字を用いている． 
確かに， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 から 3 までは従来からの貴金属

比である黄金比(Golden Ratio)，白銀比(Silver Ratio)，
青銅比(Bronze Ratio)との関連が一致している．そし

て，4 番以降は既知の貴金属比とは異なるが，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6 
では，これまで貴金属比に含まれなかった白金比

(Platinum Ratio)がエントリーされている．  
一方で，厳密に議論するならば，式(5.3)と式(5.4)

による白銀比と青銅比が求まる確率点の値からは，

白銀比や青銅比の数学的な比の数字よりも正確に 1
だけ小さい値が得られることがわかっている． 
しかしながら，白銀比はデザインの世界では黄金

比と同様に扱われ非常に有名であり，デザインの数

学的な取り扱いでも大和比（1:√2）が白銀比と同等
19)に用いられることは周知である． 
青銅比もまた岩本らの論文 15)で周知の青銅比より

も 1 だけ小さい数字の場合も取り扱って示されてい

ることから，本報に示す類似の青銅比も等価として

記述を進める．このため，従来と同様の数値の精度

を確保しているが，その導出過程が異なるために今

後の比較や検証は必要である．したがって，注意点

として本報では貴金属比の類似比として取り扱うこ

ととする．以下では，記述の簡略化のため，類似す

る比とは明記せずに黄金比，白銀比，青銅比を単に

貴金属比として説明に用いることがある． 
特記すべき点として，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 では，𝑛(0) = 1/2 と

なる確率点で 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 を示す． 
したがって，𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 0 において，13 個の確率点の候

補があるのだが，うち一つは，確率点が 𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞ と
なる累積確率は 𝑛(∞) = 1 のため， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 となる

特別な意味を有する．実際には，自然数に当てはま

る 12 個の 𝑛𝑛𝑛𝑛 が三角形の特徴を有する． 
 このことについて，図―5 では，表―1 と式(5.1)
に示す結果を用いて 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1, 2, 3 および 6 までの代

数螺旋として描いている．すなわち，図―5 の中に

その特徴をわかりやすいように区別して 
 
・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 のとき，黄金比として(5A)を図示， 
・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2 のとき，白銀比として(5B)を図示， 
・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3 のとき，青銅比として(5C)を図示， 
・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6 のとき，白金比として(5D)を図示 
 
している． 
この時の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 が，表―1 に掲載している通

りの結果を得て，標準正規分布に対する代数螺旋構

造の特徴を決定する．図―5 では，求まる重要な 𝑛𝑛𝑛𝑛 
の斜辺がどの順位の 𝑛𝑛𝑛𝑛 であるかを見つけやすいよ

うに各比の 𝑛𝑛𝑛𝑛 に相当する色を特別に濃く表示して

いる． 
また，式(2.6)による緑色で描く 1 番目の斜辺に確

率点で接しながら重なる曲線 ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑢𝑢𝑢𝑢) は，式(2.9)で示

す標準正規分布の 2 階線形微分方程式を意図する累

積分布関数の積分形の一つ 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛(𝑢𝑢𝑢𝑢) であり，

斜辺はその 1階の導関数 𝑛(𝑢𝑢𝑢𝑢) を示す傾きを意味す

る．このことは本報の着想では非常に重要である． 
では，既知の貴金属比や白金比と相性が良い理由

は何であろうか．既知の貴金属比を求める二次方程

式 
 

𝜆𝜆𝜆𝜆2 − 𝑛𝑛𝑛𝑛𝜆𝜆𝜆𝜆 − 1 = 0 (5.5) 
 
の解の公式 15,16)は 
 

𝜆𝜆𝜆𝜆 =
𝑛𝑛𝑛𝑛 + √𝑛𝑛𝑛𝑛2 + 4

2
 (5.6) 

 
である 15,16)． 
 一方，本章では，式(5.3)を用いて 
 

𝑛(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2 =
−1 + √1 + 4𝑛𝑛𝑛𝑛

2𝑛𝑛𝑛𝑛
 (5.7) 

 
と記述できる数式が，確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 を探す役割を果た

す． 
すなわち，式(5.6)と(5.7)の二つの数式に記す解の
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るように 𝑛𝑛𝑛𝑛 は必ずしも整数とは限らない．しかし，

逆に，下式のように 
 

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑘𝑘𝑘𝑘)4 + 𝑛(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 − 1 = 0 (5.3) 
 
と展開し， 整数 𝑛𝑛𝑛𝑛 を与えて標準正規分布に従う累

積確率（Probability）を見積ることができる．この

確率に相当する確率点を特に 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 と表記して 
 

𝑘𝑘𝑘𝑘(= 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑) = 𝑛−1(Probability) (5.4) 
 
の値を探索できることが，本報を記述してきた前半

の主題の鍵となる．表―1 に示すように確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 
の結果で，特に周知の貴金属比や白金比と類似する

傾向を有する数値には， 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑  の添え字に n の代わ

りに貴金属比の英文表記の頭文字を用いている． 
確かに， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 から 3 までは従来からの貴金属

比である黄金比(Golden Ratio)，白銀比(Silver Ratio)，
青銅比(Bronze Ratio)との関連が一致している．そし

て，4 番以降は既知の貴金属比とは異なるが，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6 
では，これまで貴金属比に含まれなかった白金比

(Platinum Ratio)がエントリーされている．  
一方で，厳密に議論するならば，式(5.3)と式(5.4)

による白銀比と青銅比が求まる確率点の値からは，

白銀比や青銅比の数学的な比の数字よりも正確に 1
だけ小さい値が得られることがわかっている． 
しかしながら，白銀比はデザインの世界では黄金

比と同様に扱われ非常に有名であり，デザインの数

学的な取り扱いでも大和比（1:√2）が白銀比と同等
19)に用いられることは周知である． 
青銅比もまた岩本らの論文 15)で周知の青銅比より

も 1 だけ小さい数字の場合も取り扱って示されてい

ることから，本報に示す類似の青銅比も等価として

記述を進める．このため，従来と同様の数値の精度

を確保しているが，その導出過程が異なるために今

後の比較や検証は必要である．したがって，注意点

として本報では貴金属比の類似比として取り扱うこ

ととする．以下では，記述の簡略化のため，類似す

る比とは明記せずに黄金比，白銀比，青銅比を単に

貴金属比として説明に用いることがある． 
特記すべき点として，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 では，𝑛(0) = 1/2 と

なる確率点で 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 を示す． 
したがって，𝑛𝑛𝑛𝑛 𝑛 0 において，13 個の確率点の候

補があるのだが，うち一つは，確率点が 𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞ と
なる累積確率は 𝑛(∞) = 1 のため， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 となる

特別な意味を有する．実際には，自然数に当てはま

る 12 個の 𝑛𝑛𝑛𝑛 が三角形の特徴を有する． 
 このことについて，図―5 では，表―1 と式(5.1)
に示す結果を用いて 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1, 2, 3 および 6 までの代

数螺旋として描いている．すなわち，図―5 の中に

その特徴をわかりやすいように区別して 
 
・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 のとき，黄金比として(5A)を図示， 
・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2 のとき，白銀比として(5B)を図示， 
・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3 のとき，青銅比として(5C)を図示， 
・𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6 のとき，白金比として(5D)を図示 
 
している． 
この時の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 が，表―1 に掲載している通

りの結果を得て，標準正規分布に対する代数螺旋構

造の特徴を決定する．図―5 では，求まる重要な 𝑛𝑛𝑛𝑛 
の斜辺がどの順位の 𝑛𝑛𝑛𝑛 であるかを見つけやすいよ

うに各比の 𝑛𝑛𝑛𝑛 に相当する色を特別に濃く表示して

いる． 
また，式(2.6)による緑色で描く 1 番目の斜辺に確

率点で接しながら重なる曲線 ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑢𝑢𝑢𝑢) は，式(2.9)で示

す標準正規分布の 2 階線形微分方程式を意図する累

積分布関数の積分形の一つ 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑢𝑢) + 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑛(𝑢𝑢𝑢𝑢) であり，

斜辺はその 1階の導関数 𝑛(𝑢𝑢𝑢𝑢) を示す傾きを意味す

る．このことは本報の着想では非常に重要である． 
では，既知の貴金属比や白金比と相性が良い理由

は何であろうか．既知の貴金属比を求める二次方程

式 
 

𝜆𝜆𝜆𝜆2 − 𝑛𝑛𝑛𝑛𝜆𝜆𝜆𝜆 − 1 = 0 (5.5) 
 
の解の公式 15,16)は 
 

𝜆𝜆𝜆𝜆 =
𝑛𝑛𝑛𝑛 + √𝑛𝑛𝑛𝑛2 + 4

2
 (5.6) 

 
である 15,16)． 
 一方，本章では，式(5.3)を用いて 
 

𝑛(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2 =
−1 + √1 + 4𝑛𝑛𝑛𝑛

2𝑛𝑛𝑛𝑛
 (5.7) 

 
と記述できる数式が，確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 を探す役割を果た

す． 
すなわち，式(5.6)と(5.7)の二つの数式に記す解の

公式の根号内にはどちらも +4 が書き加えられる

ために相性が良いと考えられる．このことを検証す

ることは今後の課題である．

6. 確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0 や 𝑘𝑘𝑘𝑘 = ∞ による代数螺旋

の数理

図―6の(6A)には，𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞ で標準正規分布に従う

累積確率 Φ(∞) = 1 を描いている．式(5.2)から，𝑛𝑛𝑛𝑛 =
0 を得る．したがって，縦横比（アスペクト比）が

1 になる直角二等辺三角形から，Theodorus の螺旋の

伸縮版を描く確率を用いてみると，このことがわか

るのだが，このときの確率点は 𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞ のため，実

際には標準正規分布を明示して代数螺旋を視覚化す

ることは不可能である．

同様に，𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 の場合についても視覚化できな

い．ところが，式(5.2)から，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 が求まる．𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0
から 12 までの代数螺旋の共通な数理関係は，4 章

と 5 章に示す図―3，図―4，図―5 のそれぞれに例

示する傾向のように視覚化できるので，このことを

参考に，4･2 で示した 𝑛𝑛𝑛𝑛 > −Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)−2 の意味を考察

する．

すなわち，累積確率の平方を 𝑛𝑛𝑛𝑛 倍した 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2

を減算した 𝑘𝑘𝑘𝑘に関する 4 つの方程式

  Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)�1 −Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 = 1 (6.1)
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)�1 − 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 = 1 (6.2)
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)�1 − 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 = 1 (6.3)
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)�1 − 4Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘)2 = 1 (6.4)

は，異なるそれぞれの代数螺旋が開始順序を変更し

た Theodorus の螺旋を描く基本式であるとも考えら

れる．

黄金比 (𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1) に注目する場合には，式(6.1)だけ

が成立して視覚化が可能である．白銀比 (𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2) に

従う場合は，使えるのは式(6.1)と式(6.2)に限定され

る．同様に白金比 (𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6) の場合も式(6.1)から式

(6.3)までが活用できる．このように考えると，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12
の場合は，上記 4 式を活用した三角形による代数螺

旋であることがわかる．すなわち，式(6.1)から式(6.4)
は三角形の底辺の長さが 1 をベースにした代数螺旋

を基準とする確率点から逆に回転した縮小の軌道で

図―6 確率点が 0 と無限大を示すときの螺旋軌道の仮説

Fig.6 Geometries of Spirals using Pythagorean Theorem 
about Probability Points of Φ(0) = 1/2 and Φ(∞) = 1

標準正規分布とピタゴラスの定理と螺旋および等角図
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ある．そして，その最小の三角形が直角二等辺三角

形に，最小の三角形から 3 番目の三角形が正三角形

になる傾向がわかる．このようにして，Theodorus
の螺旋が，拡大あるいは縮小を伴う回転を再帰して

いることがわかる． 
さらに，𝑛𝑛𝑛𝑛 > 13 では，代数螺旋の通常の回転は成

立しており，標準正規分布を用いるならば負の値を

有する確率点が得られる．これらに関する新たな特

徴については，まだ厳密には十分に確かめていない．

7 章では，現在わかっている負の値である確率点の

特徴の一部を記載するので，読者で関心がある方は

検証してみてほしい． 
以上が，本報の前半の主題となる標準正規分布に

関連した代数螺旋の記述である．7 章では，対数（等

角）螺旋の構造について，本報の中心的な主題でも

あるピタゴラスの定理に基づく平方を活用し，6 章

と表―1 で記述した結果と対比しながら考察を行

う．したがって，表―1 が示す 𝑛𝑛𝑛𝑛  が 0 から 12 まで

を特に詳しく可視化しながら検証していく． 
 

7. 黄金比，白銀比，青銅比，白金比との対

数（等角）螺旋の幾何学的特性 

 図―7 の(7A)には表―1 に掲載する 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 の確率

点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 による黄金比をもとに，新たな図の表現法と

して，Kepler の三角形の等角螺旋版を図示している．

同様に， 
 
・図―7 の(7B)には， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2 の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆 による白

銀比をもとに， 
・図―7 の(7C)には， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3 の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵 による青

銅比をもとに， 
・図―7 の(7D)には， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6 の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃 による白

金比をもとに， 
 
とKeplerの三角形を拡大解釈する等角螺旋の応用版

を作図している．等角螺旋あるいは対数螺旋と呼ば

れるこの螺旋は，Descartes（デカルト）や Jakob 
Bernoulli（ヤコブ・ベルヌーイ）が見つけたことで

有名である 34)．したがって，螺旋の軌道を連続的に

描くべきであるが，本章では，前章までの関連事項

と対比するため，離散的な等角螺旋に従う三角形の

幾何学的特徴を中心に記述する． 
 
 

7･1 黄金比と等角螺旋の再考 
まずは，黄金比を 

 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 1 (7.1) 

 
として取り扱う．この式を平方して展開するとき 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 = 1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 (7.2) 
 
が Kepler の三角形として取り扱える．同時に Kepler
の三角形の直線拡大版である図―1 の(1A)や，Kepler
の三角形の等角螺旋の拡大版である図―7 の(7A)に
図示するように，その伸縮する連なりを平方の和で

示すべき乗形式として描くことが可能である．すな

わち， 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)0 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2    
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)0  

 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2  
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−8 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4  
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−10 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−8 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 (7.3) 

⋮                      
   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2  

 
と表される．ここに，𝑗𝑗𝑗𝑗 は正の整数である．そして，

この関係式は 
 

  Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 = 1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2    
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4 = 2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2  

 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 = 3 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2  
  Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−8 = 5 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2  
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−10 = 8 + 5Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 (7.4) 

⋮                      
                 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2        

 
とも表記できる．これは，Fibonacci 数列 11)を意味す

る 𝑗𝑗𝑗𝑗 番目に示す数列の値 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗  による展開として周

知である．すなわち，式(7.3)の表示形式は，このこ

とを平方による表示形式として書き直した式である

とわかる．したがって，図―7 の(7A)に示すように

黄金比を保つ Kepler の三角形による等角螺旋構造

は，Fibonacci 数列を用いた重みづけの螺旋の拡大も

しくは縮小であり，その幾何学的特性が確認できる． 
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ある．そして，その最小の三角形が直角二等辺三角

形に，最小の三角形から 3 番目の三角形が正三角形

になる傾向がわかる．このようにして，Theodorus
の螺旋が，拡大あるいは縮小を伴う回転を再帰して

いることがわかる． 
さらに，𝑛𝑛𝑛𝑛 > 13 では，代数螺旋の通常の回転は成

立しており，標準正規分布を用いるならば負の値を

有する確率点が得られる．これらに関する新たな特

徴については，まだ厳密には十分に確かめていない．

7 章では，現在わかっている負の値である確率点の

特徴の一部を記載するので，読者で関心がある方は

検証してみてほしい． 
以上が，本報の前半の主題となる標準正規分布に

関連した代数螺旋の記述である．7 章では，対数（等

角）螺旋の構造について，本報の中心的な主題でも

あるピタゴラスの定理に基づく平方を活用し，6 章

と表―1 で記述した結果と対比しながら考察を行

う．したがって，表―1 が示す 𝑛𝑛𝑛𝑛  が 0 から 12 まで

を特に詳しく可視化しながら検証していく． 
 

7. 黄金比，白銀比，青銅比，白金比との対

数（等角）螺旋の幾何学的特性 

 図―7 の(7A)には表―1 に掲載する 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 の確率

点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺 による黄金比をもとに，新たな図の表現法と

して，Kepler の三角形の等角螺旋版を図示している．

同様に， 
 
・図―7 の(7B)には， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2 の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆 による白

銀比をもとに， 
・図―7 の(7C)には， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3 の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵 による青

銅比をもとに， 
・図―7 の(7D)には， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6 の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃 による白

金比をもとに， 
 
とKeplerの三角形を拡大解釈する等角螺旋の応用版

を作図している．等角螺旋あるいは対数螺旋と呼ば

れるこの螺旋は，Descartes（デカルト）や Jakob 
Bernoulli（ヤコブ・ベルヌーイ）が見つけたことで

有名である 34)．したがって，螺旋の軌道を連続的に

描くべきであるが，本章では，前章までの関連事項

と対比するため，離散的な等角螺旋に従う三角形の

幾何学的特徴を中心に記述する． 
 
 

7･1 黄金比と等角螺旋の再考 
まずは，黄金比を 

 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)�1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 1 (7.1) 

 
として取り扱う．この式を平方して展開するとき 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 = 1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 (7.2) 
 
が Kepler の三角形として取り扱える．同時に Kepler
の三角形の直線拡大版である図―1 の(1A)や，Kepler
の三角形の等角螺旋の拡大版である図―7 の(7A)に
図示するように，その伸縮する連なりを平方の和で

示すべき乗形式として描くことが可能である．すな

わち， 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)0 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2    
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)0  

 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2  
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−8 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4  
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−10 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−8 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 (7.3) 

⋮                      
   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2  

 
と表される．ここに，𝑗𝑗𝑗𝑗 は正の整数である．そして，

この関係式は 
 

  Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2 = 1 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2    
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−4 = 2 + Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2  

 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−6 = 3 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2  
  Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−8 = 5 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2  
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−10 = 8 + 5Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 (7.4) 

⋮                      
                 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2        

 
とも表記できる．これは，Fibonacci 数列 11)を意味す

る 𝑗𝑗𝑗𝑗 番目に示す数列の値 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗  による展開として周

知である．すなわち，式(7.3)の表示形式は，このこ

とを平方による表示形式として書き直した式である

とわかる．したがって，図―7 の(7A)に示すように

黄金比を保つ Kepler の三角形による等角螺旋構造

は，Fibonacci 数列を用いた重みづけの螺旋の拡大も

しくは縮小であり，その幾何学的特性が確認できる． 
 
 

7･2 白銀比と等角螺旋の再考 
7･1 と同様に，表―1 および表―2 に示す確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆 

と 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2 を式(5.1)に代入するとき，白銀比は 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)�1 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 = 1 (7.5) 
 
から得られる．これを平方して展開すると 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−2 = 1 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 (7.6) 
 
は，Kepler の三角形を応用した等角螺旋の拡大版と

して取り扱える．すなわち，図―7 の(7B)に図示す

るように，螺旋の拡大をべき乗として描くことが可

能である．このことを平方のべき乗形式で書き表す

ならば 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)0 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2    
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−4 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−2 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)0  

 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−6 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−4 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−2  
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−8 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−6 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−4  
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−10 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−8 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−6 (7.7) 

⋮                      
   Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−2𝑗𝑗𝑗𝑗−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2  

 
と表示できる．ここに，𝑗𝑗𝑗𝑗 は正の整数である．この

とき，式(7.4)と同じ発想で 2 倍の重みを考慮した数

列は 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−2 = 1 + 2 × 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2     
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−4 = 3 + 2 × 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2     

 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−6 = 5 + 2 × 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2      
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−8 = 11 + 2 × 5Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2   
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−10 = 21 + 2 × 11Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 (7.8) 

⋮                      
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 2𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2  

 
と Fibonacci 数列と同様の考え方に従っている．この

ことから，式(7.8)の中で前の二組の数式の係数の値 
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1  と 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗  を基準とした新たな数列の値は 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 =
𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 2𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗 として記述が可能である． 
特に興味深い点は，白銀比は大和比とも対比され

る正方形の対角線を意識した直角二等辺三角形をイ

メージすることが多い．図―7 の(7B)では回転角度

が 𝜋𝜋𝜋𝜋/4 である直角二等辺三角形の拡大および縮小

による等角運動であることが確認できる．したがっ

て，黄金比と同様に白銀比がデザインの世界で注目

される理由を感じることができる． 
 
7･3 青銅比と等角螺旋の再考 
7･1 や 7･2 では，黄金比や白銀比を取り扱った．

ここで同様の考え方を応用した発想で，表―1 およ

び表―2 に示す確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵  による青銅比と 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3 
を式(5.1)に代入して 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)�1 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 = 1 (7.9) 
 

 
 

表―2 主な貴金属比と本提案の類似比の比較表 
Table 2 Comparisons about Major Metallic Ratios, Platinum Ratio, and These Related Ratios 

Proposed Equations Squares of Proposed Equations Related Ratios 

�1 + 0Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘0)2 = 1.                1 + 0Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘 0)2 = 1.                   𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0    𝑘𝑘𝑘𝑘0 = ∞                    

       �1 + 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 1.2720⋯            1 + 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐺𝐺𝐺𝐺)2 = 1.618033⋯  𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1    Golden Ratio 

      �1 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 = 1.4142⋯     1 + 2Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆)2 = 2.                𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2    Silver Ratio 

        �1 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 = 1.5174⋯            1 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 = 2.302776⋯  𝑛𝑛𝑛𝑛 = 3    Bronze Ratio 

         �1 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 = 1.7320⋯    1 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 = 3.             𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6    Platinum Ratio 

  �1 + 12Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)2 = 2.                1 + 12Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)2 = 4.                           𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12    𝑘𝑘𝑘𝑘12 =    0.                   

  �1 + 72Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘72)2 = 3.                1 + 72Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘72)2 = 9.                           𝑛𝑛𝑛𝑛 = 72    𝑘𝑘𝑘𝑘72 = −0.43073⋯ 

�1 + 240Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘240)2 = 4.                    1 + 240Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘240)2 = 16.                               𝑛𝑛𝑛𝑛 = 240  𝑘𝑘𝑘𝑘240 = −0.67449⋯ 

�1 + 𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑚𝑚𝑚𝑚 − 1)Φ�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑚𝑚𝑚𝑚−1)�
2 = √𝑚𝑚𝑚𝑚 1 + 𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑚𝑚𝑚𝑚 − 1)Φ�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑚𝑚𝑚𝑚−1) �

2 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑚𝑚𝑚𝑚 − 1) ― 

 Note: Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘) is based on Equations (5.7) and (7.25) because Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 1/√𝑚𝑚𝑚𝑚. 
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として取り扱った．これを平方して展開すると

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−2 = 1 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 (7.10)

は，Kepler の三角形を応用した等角螺旋の拡大版と

して取り扱える．

すなわち，このときも同様の発想を図―7 の(7C)

に図示できる．等角螺旋の伸縮は，平方によるべき

乗形式を用いて描くことが可能なので
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Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−6 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−4 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−2       
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−8 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−6 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−4       
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     Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−10 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−8 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−6 (7.11) 
⋮                      

     Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−2𝑗𝑗𝑗𝑗−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 + 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2          
 
と表される．ここに，𝑗𝑗𝑗𝑗 は正の整数である．したが

って，数列による関係式もまた 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−2 = 1 + 3 × 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2                 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−4 = 4 + 3 × 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2                

 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−6 = 7 + 3 × 4Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2                 
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−8 = 19 + 3 × 7Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2               
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−10 = 40 + 3 × 19Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2 (7.12) 

⋮                      
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 3𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝐵𝐵𝐵𝐵)2            

 
と記述できる．このとき，図―7 の(7C)には √3 倍
の長さに修正される重みづけで正方形が見える．思

わず白金比であるかと想像するが，本報で取り扱う

方法とは異なるので，次節の白金比を考察する． 
 
7･4 白金比と等角螺旋の再考 

7･1 から 7･3 までと同様に，表―1 および表―2 に示

す確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃  による白金比と 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 6 を式(5.1)に代

入して 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)�1 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 = 1 (7.13) 

 
として取り扱った．これを平方して展開すると 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−2 = 1 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 (7.14) 
 
は，Kepler の三角形の応用版として取り扱える．同

時に図―7 の(7D)に図示するように，等角螺旋の伸

縮をべき乗として描くことが可能である．すなわち， 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)0 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2            
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−4 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−2 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)0          

 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−6 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−4 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−2         
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−8 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−6 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−4         

     Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−10 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−8 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−6 (7.15) 
⋮                      

       Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−2𝑗𝑗𝑗𝑗−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 + 6Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2             
と表される．ここに，𝑗𝑗𝑗𝑗 は正の整数である．したが

って，この数列の関係式もまた 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−2 = 1 + 6 × 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2                   

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−4 = 7 + 6 × 1Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2                   
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−6 = 13 + 6 × 7Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2                 
 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−8 = 55 + 6 × 13Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2 (7.16) 

⋮                      
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 6𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑃𝑃𝑃𝑃)2               

 
と記述できる．念のため，図―7 の(7C)の青銅比で

意識した正三角形を図―7 の(7D)にも描き加えてみ

る．本報で取り扱う方法で見えたので描いておいた

のだが釈然としない． 
 
7･5 数列の再考 
以上をまとめると，𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗，𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗，𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗  および 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗  が示す

各数列の値は， 𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0,1,2,3,⋯ において 
 

𝐹𝐹𝐹𝐹0 = 0     
𝐹𝐹𝐹𝐹1 = 1     

𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 = 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗𝑗𝑗     (7.17) 
 

𝑆𝑆𝑆𝑆0 = 0      
𝑆𝑆𝑆𝑆1 = 1      

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 2𝑆𝑆𝑆𝑆𝑗𝑗𝑗𝑗   (7.18) 
 

𝐵𝐵𝐵𝐵0 = 0     
𝐵𝐵𝐵𝐵1 = 1     

𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 = 𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 3𝐵𝐵𝐵𝐵𝑗𝑗𝑗𝑗 (7.19) 
 

𝑃𝑃𝑃𝑃0 = 0      
𝑃𝑃𝑃𝑃1 = 1      

𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 = 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 6𝑃𝑃𝑃𝑃𝑗𝑗𝑗𝑗   (7.20) 
 
なる関係式が得られる．そして，それらを図示した

等角螺旋が図―7 の(7A)から(7D)であることは明ら

かである．さらに，白銀比は従来からの基準で解釈

される直角二等辺三角形を基本図形として，白金比

には正三角形が隠された基準として表現されてお

り，これらに Fibonacci 数列の考え方を応用した関係

が視覚化できる．実際には，正三角形や直角三角形

は間接的に青銅比や白金比や 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 の場合でも描

ける．その一例として，正三角形を図―8の(8C)に図

示している．以上から，これらの比率の重みも考慮

しながら，Fibonacci数列の考え方を適用した数列は，

どの等角螺旋とも一致して拡大することが確認でき

る． 
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 これらのことからわかるように，表―2 には提案

した貴金属比に関連する類似比の数値の導出結果を

掲載している．これらの数値や比は，従来から美し

い比率としてこれまで崇められてきた黄金比，白銀

比，青銅比としての貴金属比や，貴金属比に含まれ

なかった白金比との比較としても非常に興味深い． 
 一方で，負の確率点の特徴を説明する 𝑛𝑛𝑛𝑛 > 12 に
ついても表―2 に幾例かを記載している．一例とし

て，第 1 四分位確率である Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘) = 1/4 = 1/√16 を
示す確率点となる 𝑘𝑘𝑘𝑘240 = −0.67449⋯ について，  
 

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 240 = 16 ∗ 15 (7.21) 
 
および 
 

2𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 = 162 + 152 = 2 × 240 + 1 (7.22) 
 
が成立する．表―2 に数値を記載していない 𝑛𝑛𝑛𝑛 と 
𝑚𝑚𝑚𝑚 についても幾例かを精査すると，具体的に活用で

きるための一般式は 
 

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑚𝑚𝑚𝑚 − 1) (7.23) 
 
と定義するか，もしくは 
 

𝑚𝑚𝑚𝑚2 + (𝑚𝑚𝑚𝑚 − 1)2 = 2𝑛𝑛𝑛𝑛 + 1 (7.24) 
 
が求まる． 
以上から，表―2 に記す重要な関係式 

 
1 + 𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑚𝑚𝑚𝑚 − 1)Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2 = 𝑚𝑚𝑚𝑚 (7.25) 

 
から，5 章の式(5.2)は 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−1 = √𝑚𝑚𝑚𝑚 (7.26) 
 
または，表記し直して 
 

𝑚𝑚𝑚𝑚Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2 = 1 (7.27) 
 
が見通し良く成立する．したがって，このときの 𝑛𝑛𝑛𝑛 
が得られ，確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑  を求めればよいことがわか

る．すなわち，𝑛𝑛𝑛𝑛 に関連する 𝑚𝑚𝑚𝑚  は確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 での

累積分布関数が示す確率 Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑) の逆数の二乗に反

比例することが示せたので，その確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 を探す

のも楽である． 
例えば，本報で取り扱った黄金比，白銀比，青銅

比，白金比に類似する比に注目するとき，𝑚𝑚𝑚𝑚 =
Golden Ratio, Silver Ratio2，Bronze Ratio，もしくは 
Platinum Ratio2 に関連する 𝑛𝑛𝑛𝑛 は 

𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 × (1 − 1) = 0 
𝑛𝑛𝑛𝑛 = Golden Ratio × (Golden Ratio − 1) = 1 
𝑛𝑛𝑛𝑛 = Silver Ratio2 × (Silver Ratio2 − 1) = 2 
𝑛𝑛𝑛𝑛 = Bronze Ratio × (Bronze Ratio − 1) = 3 

𝑛𝑛𝑛𝑛 = Platinum Ratio2 × (Platinum Ratio2 − 1) = 6 
𝑛𝑛𝑛𝑛 = 4 × 3 = 12         

                    (7.28) 
 
もまた容易に得られる． 
ところで，本報の副題の三角形と四角形（正方形）

にちなんで，その角数がそれぞれ 3 と 4，白金比を

含む有名な貴金属比（黄金比，白銀比，青銅比，白

金比）との類似比が出尽くしたときに現れた重要な

数字が  12 = 4 × 3 であると無理やり言葉遊びで

記述を終えるが，読者は厳密に検証して著者がまと

め切れていない部分を定義してほしい． 
このため，現在著者がわかっていることを補足す

る．表―1 の確率点  𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0  で示す  Φ(0) =
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12) = 1/2 を用いるならば 
 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗−2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 + 12Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 (7.29) 

 
と同時に，係数 3 および 4 を用いて 
 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗−2 = 3Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 + 4Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 (7.30) 

 
と表記できる．もしくは，式(7.30)を書き換えて 
 

12 × Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗−2                                                          

= �√3�
2

× Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 + 22 × Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘12)−2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 (7.31)
 

∵ 1: Platinum Ratio = 1:√3 
 
とも表記できる．この式(7.31)にもピタゴラスの定理

が見つかる． 
また，𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 であるが故に可視化はできないの

であるが，標準正規分布の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 を式(2.6)
に代入すると，その確率密度関数と同じく ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(𝑘𝑘𝑘𝑘12) 
は 
 

標準正規分布とピタゴラスの定理と螺旋および等角図
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ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(0) = 𝜙𝜙𝜙𝜙(0) + 0 × Φ(0) = 𝜙𝜙𝜙𝜙(0) (7.32) 
 
なので，確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 が示すこの数式は確率密度

関数の頂上を意味する． 
したがって，標準正規分布の確率密度関数の頂上

に辿り着くと本来は可視化できない 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 の確率

点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 ではあるが，本研究で明らかにしてきた

等角螺旋の可視化の方法を応用するならば，図―8
の(8C)に示すように描く等角螺旋の構造により，正

三角形と正方形と標準正規分布の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 
が示す美しい幾何学的な景色を持ち合わせていたこ

とが確認できる． 
 以上から，本報に示すピタゴラスの定理と標準正

規分布に基づく螺旋構造は式(5.3)を基準に拡張し

て，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 のみならず，その一般式のべき乗形式は 
 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×0 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(0−1) + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(0−2)            
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×1 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(1−1) + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(1−2)            
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(2−1) + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(2−2)            

⋮ 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2(𝑗𝑗𝑗𝑗−1) + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2(𝑗𝑗𝑗𝑗−2) (7.33) 

 
もしくは 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×0 = 𝐼𝐼𝐼𝐼1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼0 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2      
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×1 = 𝐼𝐼𝐼𝐼2 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼1 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2      
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×2 = 𝐼𝐼𝐼𝐼3 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼2 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2      

⋮ 
             Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2 (7.34) 

 
であると記述できる．その等角螺旋の重み付けのた

めの数列構造は Fibonacci 数列を拡大解釈した 
 

𝐼𝐼𝐼𝐼0 = 0             
𝐼𝐼𝐼𝐼1 = 1             

𝐼𝐼𝐼𝐼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼𝑗𝑗𝑗𝑗 (7.35) 
 
と表記できる． 
余談になるが，本報を投稿した大阪工業大学の大

宮キャンパスにある図書館には，昭和から平成に移

り変わる在学生の頃から何度も昇り降りし，在学当

時は本学の中でもデザインが一際斬新であった螺旋

階段がある．当時は，インターネットで文献を調べ

る手段がなく，図書館の螺旋階段は研究に必要な文

献調査のゲートウェイであった．長年の研究生活を

支えてくれ，本報の螺旋構造の解明を求めた著作に

関わる重要な資料としてその写真（2020 年 9 月現在

のもの）を図―8に添付する． 
また，大学院生の頃に師匠の中易秀敏先生から沢

山激励を受けて論文を渡され，当時は誰もが使えた

わけではないソフトウェア Illustrator と Mathematica
を与えていただき，原点から確率点までの距離が大

事だと標準正規分布の幾何学について徹底的に鍛え

ていただいたことを思い出す今日此頃である．今回

の創作活動もまた感謝しながらこのスタイルを貫い

て探求したことを師匠と弟子の師弟関係を持つ若い

世代のために付記しておきたい． 
 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 では，黄金比の平方による解釈からはじま

り，螺旋問題を取り扱う中で白銀比，青銅比，白金

比が得られる類似比が見つかり，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 では，比率

こそ 2:1 で平凡であり，実際には肉眼で見ることが

できない確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 ではあるが，正三角形を可

視化した真の白金比のデザインが描けた．これが聖

なる神秘なのか科学技術の発展に役立つのかは著者

には全く計り様もない． 
とても美しいと感動し，感謝しながら描けた事実

を公開して，図―8 の(8C)には標準正規分布の確率

点が零である確率密度関数の頂上と一緒に例示して

おく．興味や関心がある読者は， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 が有する

特徴について真の解明を行ってほしい． 
 

8. 標準正規分布と円積問題と等角図法によ

る正三角形の幾何学的特性 

 本章では，7 章までと話題を変えて記述する． 
図―9 の(9A)から(9F)までの図 1)は，著者の先行研究

の作品の一部を修正した引用である．標準正規分布

に関するピタゴラスの定理（三平方の定理）を基礎

に描いた図を比較しつつ発展させながら例示してい

る．これらは標準正規分布の回転や拡がりの中で，

本報の中心的な役割を果たしてきた円，三角形，正

方形を結び付けた正三角形の作図を試行錯誤したと

きの成果である 1)．その過程と等角図の関係を明ら

かにするために図示したものである．標準正規分布

に正方形が見つかった後 37)，本報までに円が描け，

直角三角形が主役となってきた 1,2)．これらの先行研

究の図を基にした図―9 の(9A) から(9C)は，標準正

規分布の縦横比（アスペクト比）を 1 に固定して確

率点に基づいて，円と正方形が拡がりながら直角三

角形を描いた図である． 
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ℎ𝑃𝑃𝑃𝑃(0) = 𝜙𝜙𝜙𝜙(0) + 0 × Φ(0) = 𝜙𝜙𝜙𝜙(0) (7.32) 
 
なので，確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 が示すこの数式は確率密度

関数の頂上を意味する． 
したがって，標準正規分布の確率密度関数の頂上

に辿り着くと本来は可視化できない 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 の確率

点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 ではあるが，本研究で明らかにしてきた

等角螺旋の可視化の方法を応用するならば，図―8
の(8C)に示すように描く等角螺旋の構造により，正

三角形と正方形と標準正規分布の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 
が示す美しい幾何学的な景色を持ち合わせていたこ

とが確認できる． 
 以上から，本報に示すピタゴラスの定理と標準正

規分布に基づく螺旋構造は式(5.3)を基準に拡張し

て，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 のみならず，その一般式のべき乗形式は 
 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×0 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(0−1) + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(0−2)            
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×1 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(1−1) + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(1−2)            
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×2 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(2−1) + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×(2−2)            

⋮ 
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 = Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2(𝑗𝑗𝑗𝑗−1) + 𝑛𝑛𝑛𝑛Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2(𝑗𝑗𝑗𝑗−2) (7.33) 

 
もしくは 
 

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×0 = 𝐼𝐼𝐼𝐼1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼0 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2      
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×1 = 𝐼𝐼𝐼𝐼2 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼1 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2      
Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2×2 = 𝐼𝐼𝐼𝐼3 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼2 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2      

⋮ 
             Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)−2𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼𝑗𝑗𝑗𝑗 ⋅ Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑)2 (7.34) 

 
であると記述できる．その等角螺旋の重み付けのた

めの数列構造は Fibonacci 数列を拡大解釈した 
 

𝐼𝐼𝐼𝐼0 = 0             
𝐼𝐼𝐼𝐼1 = 1             

𝐼𝐼𝐼𝐼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗2 = 𝐼𝐼𝐼𝐼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝐼𝐼𝐼𝐼𝑗𝑗𝑗𝑗 (7.35) 
 
と表記できる． 
余談になるが，本報を投稿した大阪工業大学の大

宮キャンパスにある図書館には，昭和から平成に移

り変わる在学生の頃から何度も昇り降りし，在学当

時は本学の中でもデザインが一際斬新であった螺旋

階段がある．当時は，インターネットで文献を調べ

る手段がなく，図書館の螺旋階段は研究に必要な文

献調査のゲートウェイであった．長年の研究生活を

支えてくれ，本報の螺旋構造の解明を求めた著作に

関わる重要な資料としてその写真（2020 年 9 月現在

のもの）を図―8に添付する． 
また，大学院生の頃に師匠の中易秀敏先生から沢

山激励を受けて論文を渡され，当時は誰もが使えた

わけではないソフトウェア Illustrator と Mathematica
を与えていただき，原点から確率点までの距離が大

事だと標準正規分布の幾何学について徹底的に鍛え

ていただいたことを思い出す今日此頃である．今回

の創作活動もまた感謝しながらこのスタイルを貫い

て探求したことを師匠と弟子の師弟関係を持つ若い

世代のために付記しておきたい． 
 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1 では，黄金比の平方による解釈からはじま

り，螺旋問題を取り扱う中で白銀比，青銅比，白金

比が得られる類似比が見つかり，𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 では，比率

こそ 2:1 で平凡であり，実際には肉眼で見ることが

できない確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 ではあるが，正三角形を可

視化した真の白金比のデザインが描けた．これが聖

なる神秘なのか科学技術の発展に役立つのかは著者

には全く計り様もない． 
とても美しいと感動し，感謝しながら描けた事実

を公開して，図―8 の(8C)には標準正規分布の確率

点が零である確率密度関数の頂上と一緒に例示して

おく．興味や関心がある読者は， 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 が有する

特徴について真の解明を行ってほしい． 
 

8. 標準正規分布と円積問題と等角図法によ

る正三角形の幾何学的特性 

 本章では，7 章までと話題を変えて記述する． 
図―9 の(9A)から(9F)までの図 1)は，著者の先行研究

の作品の一部を修正した引用である．標準正規分布

に関するピタゴラスの定理（三平方の定理）を基礎

に描いた図を比較しつつ発展させながら例示してい

る．これらは標準正規分布の回転や拡がりの中で，

本報の中心的な役割を果たしてきた円，三角形，正

方形を結び付けた正三角形の作図を試行錯誤したと

きの成果である 1)．その過程と等角図の関係を明ら

かにするために図示したものである．標準正規分布

に正方形が見つかった後 37)，本報までに円が描け，

直角三角形が主役となってきた 1,2)．これらの先行研

究の図を基にした図―9 の(9A) から(9C)は，標準正

規分布の縦横比（アスペクト比）を 1 に固定して確

率点に基づいて，円と正方形が拡がりながら直角三

角形を描いた図である． 

図―9 ハート型 (𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0.67449⋯ ) と 12 個のダイヤモンド型 (𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0.612003⋯ ) を視覚化した

標準正規分布，円，三角形，正方形による等角図法の幾何学的特性と関連する円積問題の可視化

Fig.9 Isometric Projections using Standard Normal Distribution, Circles, Triangles, and Squares with One Heart 
Shape and Twelve Rhombuses and These Visualizations between Normal Distribution and Squaring the Circle

標準正規分布とピタゴラスの定理と螺旋および等角図
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一方で，逆に円を固定して正方形の拡がりで正規

分布の伸縮をイメージした図が図―9 の(9D)，(9E)，
(9F)1)である．これらは円積問題 27)を基礎に累積確率

を描いたものであるが，やはり直角三角形や正三角

形が重要な役割を果たす． 
ところで，図―9 の(9G)から(9L)は等角図法で作図

したものである．図―9 の(9K)は 27 パーセン・トル

ール 40)による図―9 の(9A)を基に，図―9 の(9L)は第

3 四分位確率（累積確率が 75 パーセント）による図

―9 の(9B)を基に，図―9 の(9G)には傾きが 𝜋𝜋𝜋𝜋/6 と
なる正三角形を示す図―9 の(9C)や(9E) 1)と対比して

描いたものであり，円と正方形がそれぞれ楕円と菱

形（ダイヤモンド型）にせん断される傾向を用いて

拡がりを描いたものである． 
特筆すべき点は，27 パーセント・ルールに基づく

確率点は，正規分布の名称の普及に貢献した英国の

カール・ピアソンが約 100 年前に見つけた確率点 
𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0.612003⋯ 1-5,40-42)であり，その特徴について例

示している．対称性を強調するかのように図―9 の

(9A)に示す正方形は，図―9 の(9K)では 12 個の菱形

（ダイヤモンド型）を強調して描ける．また，図―9
の(9B)に示す 3：4：5 で有名な三角比のピタゴラス

の定理（三平方の定理）ならびに第 3 四分位（累積

確率が 75 パーセント）に相当する確率点  𝑘𝑘𝑘𝑘 =
0.67449⋯ 1,2)では，図―9 の(9L)のようにハート型

が描ける．非常に面白い魅力的な特徴なので，定番

通り赤色でハート型を図示している． 
6 章と 7 章では確率が 2 分の 1 の場合（累積確率

が 50 パーセント）の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 を考察し，7
章では第1四分位の場合（累積確率が25パーセント）

の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 = −0.67449⋯ を取り扱い，本章では第

3 四分位（累積確率が 75 パーセント）の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 =
0.67449⋯ が出揃った．すなわち，本研究の幾何学

的特徴は正規分布の対称性に関しても興味深い結果

がそれぞれ得られた． 
等角図法は，CG や図学に基づくせん断写像 38)を

適用することで容易に描くことが可能である．その

結果，一般にハート型は一つの関数式としても提案
39)もなされてきたが，こだわらなければデザインを

作成する一手段として本報も活用できる． 

また，エッシャーの作品 43)やペンローズの三角形
43-44)のように錯覚を上手く応用したアニメーション

ではないが，図―9 の(9G)から(9L)のように等角図法

を用いるとき，同様に錯覚を描くことができる．再

度記載するが，標準正規分布の等角図法の拡がりの

中に四分位の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0.67449⋯ を用いて，図

―9 の(9B)に示す円と正方形から等角図法により楕

円と菱形にせん断写像された結果，図―9 の(9L)に 1
つのハート型が描けることは大変興味深い．加えて，

10 年以上に渡って研究してきた 27 パーセント・ル

ールに従う確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0.612003⋯では，図―9 の

(9A)の正方形を図―9 の(9K)に(3 × 4 =) 12 個のダ

イヤモンド型として視覚化できた． 
すなわち，円からは楕円を作図でき，正方形から

は正三角形を基準に菱形（ダイヤモンド型）を視覚

化でき，標準正規分布の等角図による表現方法の拡

がり方を示す有効な幾何学的特徴を一例として示す

ことができた． 
この一例を具体的に，著者の研究者 HP に 2020 年

7 月 7 日付で図―9 の(9G)から(9L)に関するアニメー

ションを例示した GIF ファイルにより公開している
45,46)． 
以上までの螺旋の考察を含むこれらの着想には，

子供向けの著書である「算数おもしろ大事典―IQ」
47)や，「数の悪魔」48)も大きく影響している．興味や

関心のある読者は一度手に取られることをお勧めす

る．振り返ると，7 章では 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 を用いた確率点 
𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 において標準正規分布の確率密度関数の頂

上に描けないはずの真の白金比としての正三角形の

螺旋構造が可視化でき，本章でも等角図法による標

準正規分布の拡がりの中にハート型が描けた． 
最後に，図―9 の中心にそのハート型が描けたの

で，愛の着想として聖書を引用したい． 
 
「愛に根ざし，愛に基礎を置いているあなたがた

が，すべての聖徒とともに，その広さ，長さ，高さ，

深さがどれほどであるかを理解する力をもつように

なり，人知を超えたキリストの愛を知ることができ

ますように．そのようにして，神の満ちあふれる豊

さにまで，あなたがたが満たされますように（エペ

ソ人への手紙）」49)． 
 
神の御業には程遠く 50,51)，人類の歴史の中で今回

公表する成果もまた，神がご計画された世界ではほ

んの一部分が少し見えただけなのかもしれない．本

報はコロナ過で延期になった研究会の代用として研

究ノートを投稿したが，もし，読者が科学への関心

や愛を表現する形が見え喜んでいただけたならば，

この上なく幸せである．平安が訪れますように． 
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一方で，逆に円を固定して正方形の拡がりで正規

分布の伸縮をイメージした図が図―9 の(9D)，(9E)，
(9F)1)である．これらは円積問題 27)を基礎に累積確率

を描いたものであるが，やはり直角三角形や正三角

形が重要な役割を果たす． 
ところで，図―9 の(9G)から(9L)は等角図法で作図

したものである．図―9 の(9K)は 27 パーセン・トル

ール 40)による図―9 の(9A)を基に，図―9 の(9L)は第

3 四分位確率（累積確率が 75 パーセント）による図

―9 の(9B)を基に，図―9 の(9G)には傾きが 𝜋𝜋𝜋𝜋/6 と
なる正三角形を示す図―9 の(9C)や(9E) 1)と対比して

描いたものであり，円と正方形がそれぞれ楕円と菱

形（ダイヤモンド型）にせん断される傾向を用いて

拡がりを描いたものである． 
特筆すべき点は，27 パーセント・ルールに基づく

確率点は，正規分布の名称の普及に貢献した英国の

カール・ピアソンが約 100 年前に見つけた確率点 
𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0.612003⋯ 1-5,40-42)であり，その特徴について例

示している．対称性を強調するかのように図―9 の

(9A)に示す正方形は，図―9 の(9K)では 12 個の菱形

（ダイヤモンド型）を強調して描ける．また，図―9
の(9B)に示す 3：4：5 で有名な三角比のピタゴラス

の定理（三平方の定理）ならびに第 3 四分位（累積

確率が 75 パーセント）に相当する確率点  𝑘𝑘𝑘𝑘 =
0.67449⋯ 1,2)では，図―9 の(9L)のようにハート型

が描ける．非常に面白い魅力的な特徴なので，定番

通り赤色でハート型を図示している． 
6 章と 7 章では確率が 2 分の 1 の場合（累積確率

が 50 パーセント）の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 を考察し，7
章では第1四分位の場合（累積確率が25パーセント）

の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 = −0.67449⋯ を取り扱い，本章では第

3 四分位（累積確率が 75 パーセント）の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 =
0.67449⋯ が出揃った．すなわち，本研究の幾何学

的特徴は正規分布の対称性に関しても興味深い結果

がそれぞれ得られた． 
等角図法は，CG や図学に基づくせん断写像 38)を

適用することで容易に描くことが可能である．その

結果，一般にハート型は一つの関数式としても提案
39)もなされてきたが，こだわらなければデザインを

作成する一手段として本報も活用できる． 

また，エッシャーの作品 43)やペンローズの三角形
43-44)のように錯覚を上手く応用したアニメーション

ではないが，図―9 の(9G)から(9L)のように等角図法

を用いるとき，同様に錯覚を描くことができる．再

度記載するが，標準正規分布の等角図法の拡がりの

中に四分位の確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0.67449⋯ を用いて，図

―9 の(9B)に示す円と正方形から等角図法により楕

円と菱形にせん断写像された結果，図―9 の(9L)に 1
つのハート型が描けることは大変興味深い．加えて，

10 年以上に渡って研究してきた 27 パーセント・ル

ールに従う確率点 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0.612003⋯では，図―9 の

(9A)の正方形を図―9 の(9K)に(3 × 4 =) 12 個のダ

イヤモンド型として視覚化できた． 
すなわち，円からは楕円を作図でき，正方形から

は正三角形を基準に菱形（ダイヤモンド型）を視覚

化でき，標準正規分布の等角図による表現方法の拡

がり方を示す有効な幾何学的特徴を一例として示す

ことができた． 
この一例を具体的に，著者の研究者 HP に 2020 年

7 月 7 日付で図―9 の(9G)から(9L)に関するアニメー

ションを例示した GIF ファイルにより公開している
45,46)． 
以上までの螺旋の考察を含むこれらの着想には，

子供向けの著書である「算数おもしろ大事典―IQ」
47)や，「数の悪魔」48)も大きく影響している．興味や

関心のある読者は一度手に取られることをお勧めす

る．振り返ると，7 章では 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 12 を用いた確率点 
𝑘𝑘𝑘𝑘12 = 0 において標準正規分布の確率密度関数の頂

上に描けないはずの真の白金比としての正三角形の

螺旋構造が可視化でき，本章でも等角図法による標

準正規分布の拡がりの中にハート型が描けた． 
最後に，図―9 の中心にそのハート型が描けたの

で，愛の着想として聖書を引用したい． 
 
「愛に根ざし，愛に基礎を置いているあなたがた

が，すべての聖徒とともに，その広さ，長さ，高さ，

深さがどれほどであるかを理解する力をもつように

なり，人知を超えたキリストの愛を知ることができ

ますように．そのようにして，神の満ちあふれる豊

さにまで，あなたがたが満たされますように（エペ

ソ人への手紙）」49)． 
 
神の御業には程遠く 50,51)，人類の歴史の中で今回

公表する成果もまた，神がご計画された世界ではほ

んの一部分が少し見えただけなのかもしれない．本

報はコロナ過で延期になった研究会の代用として研

究ノートを投稿したが，もし，読者が科学への関心

や愛を表現する形が見え喜んでいただけたならば，

この上なく幸せである．平安が訪れますように． 
 

9.  むすび 

本報では，標準正規分布に三角形と正方形と貴金

属比の類似比によるアプローチの着想で螺旋を考察

し，同じ拡がりという着想から等角図法による作図

も例示した．以下はその特徴である． 
(1) いくつかの有名な三角形の特徴を参考に標準正

規分布にピタゴラスの定理に基づく代数螺旋と対数

螺旋を考察した． 
(2) 代数螺旋では螺旋の軌道の仮説を行い，貴金属

比や白金比と相性の良い類似比を提案した．これに

より，標準正規分布の確率点が 0 もしくは ∞ であ

る場合の螺旋も考察した． 
(3) 対数螺旋にも類似比を適用し，Fibonacci 数列と

同様の考え方で白金比も含め貴金属比を考察する場

合の結果を得ることができた．これらに関連する数

列の数理的特徴も同時に例示した． 
(4) 円積問題による著者の正規分布の考え方として

拡がるというイメージをまとめて例示し，等角図法

に拡張した作図を例示した．このとき，意味ある確

率点でハート型や 12 個の菱形（ダイヤモンド型）を

描けた． 
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